《空间中的平行关系》

【教学重点】

　　直线、平面平行的判定与性质定理

【教学难点】

　　直线、平面平行的判定与性质定理的应用

【教学内容】

　　平行关系是线、面中都有的位置关系，下面我们分别加以研究。

1．空间平行直线

初中平面几何：

　　两条平行直线：同一平面内不相交的两条直线。

　　经过直线外一点有且只有一条直线和已知直线平行。

高中立体几何：

　　公理4：平行于同一条直线的两条直线互相平行。（平行线的传递性）

　　大家由此设想一下：

　　与同一条直线都相交的直线的位置关系是什么？

　　垂直于同一条直线的两条直线的位置关系如何？

　　与同一条直线都异面的两条直线的位置关系是什么？

　　等角定理：如果一个角的两边和另一个角的两边分别平行并且方向相同，那么这两个角相等。

　　证明：如图，在两个角的两边上截取，，

　　　　　∵，

　　　　　∴四边形是平行四边形，∴平行且等于，

　　　　　同理：四边形是平行四边形，平行且等于，

　　　　　∴平行且等于，∴四边形是平行四边形，

　　　　　∴，

　　　　　与中，，，，

　　　　　则≌，∴。

　　评述：证明中可看出，立体几何的问题经常是要转化到平面几何的知识上，而利用平行是转化的重要手段。

2．直线与平面平行

　　定义：如果一条直线与一个平面没有公共点，那么我们说这条直线和这个平面

　　　　　平行。

　　表示方法：直线与平面平行，记作： 直线平面

　　上述的三种表示方法：文字表示、符号表示、图形表示，都需要大家掌握。

　　应该说定义是判断事物最有效的手段，但平行的定义是用有无公共点来描述的，操作起来很不方便，因此引入判定定理就十分必要了，初中平面几何如此，后面所学的线面、面面平行都是如此。

　　判定定理：如果平面外一条直线和这个平面内的一条直线平行，那么这条直线和这个平面平行。

　　证明：如图，假设直线与平面不平行，

　　　　　且已知有直线在平面外，根据线面的位置关系，

　　　　　则有直线与平面相交，设

　　　　　在平面内过点A作，则

　　　　　∵，∴，这与矛盾，

　　　　　∴假设错误，∴直线与平面平行。

　　评述：定理中注意"平面外"这一条件，利用反证法证明判定定理应该是基本的思路。

　　定理的作用：证明线面平行。

　　由此定理大家考虑下列问题：

　　平行于同一个平面的两条直线的位置关系--平行、相交、异面。

　　平行于同一条直线的两个平面的位置关系--平行、相交。

　　性质定理：如果一条直线和一个平面平行，经过这条直线的平面和这个平面相交，那么这条直线和两个平面的交线平行。

　　证明从略，可考虑应用线面平行以及线线平行的定义。

　　定理的作用：证明线线平行。

3．平面与平面的平行

　　定义：如果两个平面没有公共点，那么这两个平面互相平行。

　　判定定理：如果一个平面内的两条相交直线都平行与另一个平面，那么这两个平面平行。

　　　　　　　　　　　　　　　

　　 　　　　　　　　符号表示　　　　　　　　　　　 图形表示

　　证明从略，可考虑应用反证法。

　　定理的作用：判定两个平面平行。

　　推论：如果一个平面内有两条相交直线分别平行于另一个平面内的两条直线，那么这两个平面平行。

　　性质定理1：如果两个平面平行，那么其中一个平面内的直线平行于另一个平面。

　　定理的作用：判定线面平行。

　　性质定理2：如果两个平行平面同时和第三个平面相交，那么它们的交线平行。

　　证明：如图，

　　　　　∵，∴与没有公共点，

　　　　　∵，∴，，

　　　　　∵，∴，，

　　　　　∵，，∴直线、没有公共点，

　　　　　∵，，∴。

　　评述：这是应用平行的定义解决问题，也可利用线面平行的性质定理：，，，大家可试试。

　　定理的作用：判定线线平行。

　　注意：转化思想的运用。在这里我们是用线线平行导出线面平行，又由线面平行导出面面平行。

　　同样，由线面平行可以导出线线平行，由面面平行也可以导出线面平行、线线平行。

例题选讲：

　　1．已知：空间四边形ABCD中，E、F、G、H分别为边AB、BC、CD、DA的中点，

　　　　　　求证：E、F、G、H四点共面。

　　分析：有关共面问题一定要找出平行或相交的直线。

　　证明：连接，

　　　　　∵E、H为边AB、DA的中点，

　　　　　∴，同理，∴
　　　　　∴与确定一个平面，

　　　　　即：E、F、G、H四点共面。

　　评述：本题还是应用平面几何中三角形的中位线定理得到线线平行，从而达到共面的要求，今后看到中点的条件时，应考虑中位线定理。本题还可以进一步考察四边形是什么样的四边形，可能是平行四边形吗，可能是菱形、矩形、正方形吗？

　　2．已知：三个平面两两相交，有三条交线，

　　　　　　求证：这三条交线平行或共点。

　　分析：遇到三条直线的问题，我们还是从两条直线的关系入手。

　　证明：如图，∵，，

　　　　　∴直线共面于平面，

　　　　　∴直线的位置关系为平行或相交，

　　　　　（1）当时，

　　　　　　　 ∵，，∴，

　　　　　　　 ∵，，

　　　　　　　 ∴，

　　　　　　　 ∴这三条交线平行；

　　　　　（2）当时，

　　　　　　　 ∵，，∴，

　　　　　　　 ∵，，∴，

　　　　　　　 ∴点O是平面的公共点，

　　　　　　　 ∵，∴点O在直线上，

　　　　　　　 ∴这三条交线共点。

　　评述：这种由少到多的方法希望大家能够掌握，两条直线的位置关系是平面几何中研究的问题，又是从平面到立体的转化。

　　3．已知：直线、，平面、，且，，，

　　　　　　求证：。

　　分析：条件是线面平行，求证是线线平行，可利用线面平行的性质定理

　　证明：过直线做平面与平面相交于直线，

　　　　　∵，∴，

　　　　　同理，过直线做平面与平面相交于直线，

　　　　　∴，∴，

　　　　　∵，，∴，

　　　　　∵，∴。

　　评述：线、面平行之间的转化关系希望大家要熟练掌握。

　　4．已知：正方体中，、分别为、上的点，且，求证：平面。

　　分析：利用判定定理来解决本题是比较现实的，关键是找到面内的直线与面外的直线平行，应该还要用到平面几何的知识。

　　证明：连接并延长交于，

　　　　　∵，∴∽,

　　　　　∴
　　　　　∵，

　　　　　∴
　　　　　∴中,

　　　　　∴平面，∴平面。

　　评述：对于由成比例的线段推到平行的问题，显然需要用到平面几何中平行线分线段成比例的定理，关键就是如何找到同一个平面内的线段。

