
用数学期望思想解决实际问题
山东省寿光市侯镇一中    吴振光 王保文
摘　要：对于学有余力的学生，在学习了加权平均数、数据的离散程度、方差、概率等知识后，可结合教学实际，组织他们探究一些更高深的数学知识，以此激发他们的学习兴趣。如关于数学期望的探究；数学期望是概率论的一个重要概念,它在现实生活中的许多方面都有应用。通过应用数学期望讨论某些实际问题,了解它的思想，就能得到一些有意义的结论。文章从赌博、医学普查、问题决策三个方面通过例题分析了数学期望思想的具体应用。
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 在我们的实际生活中,有许多问题可以直接或间接地利用数学期望来解决.数学期望是随机变量的数字特征之一,它代表了随机变量总体取值的平均水平。
1．数学期望的定义
1.1 离散型随机变量的数学期望

设离散型随机变量
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的分布律为若级数
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的值为
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的数学期望(或均值),记作
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1.2　连续型随机变量的数学期望

设
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为连续型随机变量,其概率密度为
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的数学期望(或均值),记作
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1.3　随机变量函数的数学期望

    设
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是随机变量,
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的连续实函数,当
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是离散型随机变量,其分布律为
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绝对收敛时,随机变量
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是连续型随机变量,概率密度是
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大家应该注意的是数学期望作为随机变量的一种数字特征，是随机变量在概率意义下的平均值，它与样本数据中的数字特征平均数在本质上是一样的，都是一种平均思想，只不过它的应用相对来说要广一些。
2．数学期望的思想在实际问题中的应用

2.1  在赌博类问题方面的应用

     几乎所有的赌博游戏中，庄家所利用的是概率论中的事件的概率分布不均所造成的金钱分布的不公平.这其中所应用的就是数学期望的思想.看一下在下面的两个问题中是怎么体现数学期望的思想的。
例1. 赌博问题：赌博中,一次掷3个骰子，赌徒可在1点至6点中的任意一点下赌注.如果3个骰子中恰有一个出现赌徒所要的点数，则他可赢得与赌注相等的钱数；如果恰有两个骰子出现该点数，则他赢得赌注的2倍；如果3个骰子全都出现这个点数，则他将赢得赌注的3倍；如果3个骰子都不出现赌徒所选的点数，则他将失去其赌注.试问这种赌博公平吗？[3]
解：我们以
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表示赌徒赢得赌注的倍数，则
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=-1，1，2，3.掷3个骰子，观察出现的点数，相当于将3个球放入6个盒子中.
3个骰子都不出现选定的点数，相当于将3个球放入5个盒子中，故
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；

只有一个骰子出现选定的点数，相当于指定的一个盒子中放入一个球，即
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类似地，
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.由此可得，
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的数学期望为
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由此可知，赌博对赌徒不公平，即平均每次他要输掉其赌注的
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    从上面的例子可以看出人们常说的“逢赌必输”是有一定道理的.这个例题用数学期望的思想来分析一下可知，尽管赌徒在投骰子的时候有四种可能情况，并且有三种情况是可以赢钱的，但是这三种情况总的发生概率才为
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.就算我们可以赢两倍或三倍的赌注，但是在求出赌多次以后的平均值也就是数学期望以后我们会发现赌徒在很多次的下注以后只输不赢 ，通过数学期望来分析某些赌博类游戏时会给人们尤其是着迷于赌博的人们一些警醒。
2.2   在医学疾病普查中的应用

    在医学普查中，为了提高工作效率减少检验成本我们必须要尽量减少检验的次数，提高效率.在这里我们要运用数学期望的思想和分组的思想来处理疾病普查问题。
例2.在某地区进行某种疾病普查，为此要检验每一个人的血液，如果当地有
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个人，若逐个检验就需要检验
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次，现在要问：有没有办法减少检验的工作量？[1]
我们先把受检验者分组，假设每组有
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个人，把这
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个人的血液混合在一起进行检验，如果检验的结果为阴性，这说明
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个人的血液全为阴性，因而这
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个人总共只要检验一次就够了，检验的工作量显然是减少了.但是如果检验的结果为阳性，为了明确
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个人中究竟是哪几个人为阳性，就需要对这
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个人再逐个进行检验，这时
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个人检验的总次数为
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+1次，检验的工作量反而有所增加.显然，这时
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个人需要的检验次数可能只要1次，也可能要
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+1次，是一个随机变量，为了和老方法比较工作量的大小，应该求出它的平均值（也就是平均检验次数）。
在接受检验的人群中，各个人的检验结果是阳性还是阴性，一般都是独立的（如果这种病不是传染病），并且每一个人是阳性结果的概率为
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，是阴性结果的概率为
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，这时
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个人一组的混合血液呈阴性结果的概率为
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，呈阳性结果的概率则为1-
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.现在令
[image: image80.wmf]x

为
[image: image81.wmf]k

个人一组混合检验时每人所需的检验次数，由上述讨论可知
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的分布列为
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由此即可求得每个人所需的平均检验次数为
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而按原来的老方法每人应该检验1次，所以当
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1，即
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时，用分组的办法（
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个人一组）就能减少检验的次数.如果
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是已知的，还可以从
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中选取最合适的整数
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，使得平均检验次数
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达到最小值，从而使平均检验次数最少.
对一些不同的
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值，下表给出了使
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达到最小的
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	阳性反应率
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我国某医疗机构在一次普查中，由于采用了上述这种分组的方法，结果每100个人的平均检验次数为21，减少工作量达79%.当然，减少的工作量的大小与
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的数值有关，也与每组人数
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有关.
我们已经知道分组检验可以减少检验次数,但并不是
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值越大,检验次数就会越少.这是因为小概率事件在大量重复实验中至少发生一次的概率随试验次数的增加而变大,从而加大了
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+1的概率,
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的值增大,这意味着检验次数会增加.也就是说为了求出最佳的检验方法，不是简单的分组就可以的.还要根据数学期望的函数表达式来求出最优值.这是数学期望的思想同其它数学思想相结合的十分典型的例子.同时本例也是数学与其它学科相结合来处理问题的典型.虽然是一个医学问题，但是在解决它的过程中应用了数学知识，体现了数学期望的思想。
2.3  在问题决策中的应用

    数学期望的思想在问题决策中的应用十分广泛，在风险、投资、方案、试验、评估、经营等决策问题的应用上更是常见。如：
2.3.1 在投资决策中的应用

    例3．某人有10万元，有两种投资方案：一是购买股票，二是存入银行获取利息.买股票的收益取决于经济形势，假设可分三种状态：形势好、形势中等、形势不好(即经济衰退).若形势好可获利4万元，若形势中等可获利1万元，若形势不好要损失2万元.如果是存入银行，假设年利率为8%，即可得利息8000元，又设经济形势好、中、差的概率分别为30%、50%和20%，试问选择哪一种方案可使投资的效益较大？[4]
解：设
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为购买股票，
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为存银行，
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为经济形势好，
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为经济形势中等，
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为经济衰退，
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为三种形势的概率，
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种方案和第
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种状态结合的结果，把它们列成一张表(称之为报偿表)，即：
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从上表可以看出，如果在经济形势好
[image: image132.wmf])
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和经济形势中等
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的情况下，那么购买股票是合算的；但如果经济形势衰退
[image: image134.wmf])

(

3

q

时，那么采取存银行的方案比较好.然而人们事先是不知道哪种情况会出现，因此采取期望值标准是比较合理的.方案
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的期望值分别为：
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E

=40000×0.3+10000×0.5+(－20000)×0.2=13000(元)，
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=8000(元)
因为
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，所以方案
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期望的收益比
[image: image141.wmf]2

a

大，按最大收益原则，应采用期望收益高的方案，淘汰期望收益低的方案，所以应采用购买股票的方案。
说明：投资方案有两种，但经济形势是一个不确定因素.根据最大收益原则，作出选择的根据必须是数学期望高的方案。
在投资方面尽管牵涉到一些不确定的因素，但是我们还是可以利用数学期望去预测一些问题.本例就是数学期望的思想在投资方面的体现。
2.3.2 在风险决策中的应用

例4．某开发公司拟承包一企业新产品的研制开发任务，但为得到合同必须参加投标.已知投标的准备费用为4000元，中标的可能性为40%.如果不中标，准备费得不到补偿.如果中标，可采用两种方法进行研制开发，方法一成功的可能性为80%，费用为26000元；方法二成功的可能性为50%，费用为16000元.如果研制开发成功，该公司可得到60000元，如果未研制开发成功，则该公司需赔偿10000元.问题是要决策：（1）是否参加投标；（2）若中标了，采用哪种方法研制开发。[5]
解：（利用决策树法）如下图所示根据题意所画的简单的决策树：
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       （决策树的画法：先从树的末梢开始，计算出每个状态点上的期望收益，然后将其中的最大值标在相应的决策点旁.决策时，根据期望收益最大的原则从后向前进行“剪枝”，直到最开始的决策点，从而得到一个完整的决策方案.）
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点处的期望收益值为：0.8
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60000+0.2
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（-10000）=46000.
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点处的期望收益值为：0.5
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60000+0.5
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（-10000）=25000.
    由于46000-26000
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25000-16000，故在
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点处的决策为选择方法一，划去方法二，并将20000注在
[image: image151.wmf]C

点上.
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点处的期望收益值为：0.4
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20000+0.6
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0=8000.
    又因8000-4000=4000，故在
[image: image155.wmf]A

点处的决策为选择投标，划去代表不投标的边，并将4000注在
[image: image156.wmf]A

点上.
    计算结果表明该公司首先应参加投标，在中标的条件下应采用方法一进行开发研制，总期望收益为4000元。
    数学期望风险决策有广泛的应用价值.当风险事故发生的概率已知或可以估计时，对各种风险事故给出处理方案，先分别计算出每种方案收益（损失）的期望值，然后择其期望值最大（最小）的方案为最优决策方案.即根据每个方案的期望收益（或损失）来对方案进行比较，从中选择期望收益最大（或期望损失最小）的方案.这是数学期望的思想在风险决策方面的简单应用，它决定着决策的走向。
小结：数学期望的思想是体现在一些不确定的事件里的.体现了一种在一系列条件中寻求总体对自己有利的思想.它一般不是去考虑很稳定不变的事件，而是多种可能的事件.而且一般不是处理单个数据，是处理多个数据的.它分析这多种情况多个数据，得到我们所需的信息，来处理我们所遇的问题。
数学期望的思想的应用不仅渗透在数学理论上，它还涉及到计算机、物理理论方面的应用.在现实生活中应用的更是十分广泛.总之，知识来源于人类的实践活动，又反过来运用到改造世界的实践活动中，其价值也就在于此.认真学习掌握这一知识，我们就能用它去解决一些实际问题。
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