例谈极限存在准则与无限网络电阻的计算

                               赵克健

                 （ 三峡大学理学院  湖北 宜昌 443000）

摘要：尝试应用极限存在准则计算无限网络的电阻，并以此例兼谈数学课的例题选取与教学处理.
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有些物理问题或其它问题不易解决，往往是没有（准确地说是没有找到或没有想到）适当的数学模型和方法. 而在学习数学的某些定理、法则时，因不知它们有何用及怎样应用，总觉得抽象、乏味与实际相去甚远. 数学教学中如果能结合应用实例, 经常有意识地对学生加强这方面训练，会起到一举数得、事半功倍的效果.
日前，恰好高数课讲到极限存在准则, 课间休息时, 见几个同学在讨论一道计算无限网络电阻的物理题且感到无从下手. 于是, 决定改换备好的例题. 题目是这样的. 
题1  求图1所示无限网络A,B两端的电阻
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, 图中每个电阻的阻值相同都是
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解 本题是无限网络，可尝试应用极限存在准则Ⅱ“单调有界数列必有极限”来讨论.为此，如图2所示，先对无限网络进行等效化简，用依次编号的有限的
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个网格近似代替无
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限网络.由混联电路电阻的计算方法，如图3所示，可很容易地依次计算出网格1，2，…，
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处的等效电阻的表示式为
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当
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无限增大时（以有限逼近无限），这些电阻值构成数列
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.根据准则Ⅱ，该数列收敛与否，取决于它是否单调且有界.
先证
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的单调性.显然，
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，即
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，由归纳法知，对任意正整数
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都有
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，即数列
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单调减少. 再证
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有界. 由于
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，因此对任意正整数
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,所以，数列
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既有上界又有下界. 根据 “单调有界数列必有极限”，知该数列极限存在. 设 
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两边取极限，有
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舍去），于是，无限网络A,B两端的总电阻为
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以上求解过程体现了数学的解题特点和程序: 要求能将所求量与一个数列联系起来，正确写出数列的一般项
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，并证明该数列是否单调且有界，然后应用准则得出结论. 用物理的“等效”观点，一般项
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也可由图2直接写出. 事实上，只需把图2中的虚线框部分用等效电阻
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代替，即可得
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. 得到此式是关键，它可作为递推公式. 例如，已知
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便可求得
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，将
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代入
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又可求得
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，以此类推，将
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代入
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用上述方法我们还可以方便地求解其它无限网络的电阻及相关问题.
题2  求图4中无限网络A,B两端的总电阻.
解  如图4，将网格依次编号，用有限的
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个网格近似代替图中的无限网络，把图中的 
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虚线框部分用等效电阻
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代替，即可得
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，类似题1的证明，由此式易知
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单调且有界，故必有极限，从而可求得
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若把
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作为递推公式，由
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[image: image57.wmf]2

R


[image: image58.wmf]5

1.666667

3

==

rr

，
[image: image59.wmf]3

13

1.625000

8

Rrr

==

，
[image: image60.wmf]4

1.619048

=

Rr

， 
[image: image61.wmf]5

1.618182

=

Rr

，
[image: image62.wmf]6

1.618055

=

Rr

，
[image: image63.wmf]7

1.618037

=

Rr

，
[image: image64.wmf]8

1.618034

=

Rr

，…，可见，当网格数
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以后，电阻已近乎不再减小，阻值其实已逼近“无限网络”电阻的极限值，故在实际应用上，用
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或6的有限网络近似代替无限网络，通常是可以满足精度要求的.
从数学角度看，类似题1中对
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单调性和有界性的证明是严谨且必须的，从物理角度而言，有些证明若能结合实际的物理意义可能更为直观且简捷.如图5所示网络，
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由断开到闭合相当于在
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端1处又并联了一个
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的电阻，因为并联
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后的总电阻减小，所以总有
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单调减少.再用“极端”法来看
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有界的物理含义.显然，当
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之间短路，此时总电阻最小，其阻值为
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断开时总电阻最大，其阻值为
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必介乎其间，故
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为一确定的有限值（不为零、非无穷大），若在网络A,B两端加一恒定电压
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必得到一确定电流
[image: image93.wmf]AB

I

，由
[image: image94.wmf]AB

U

=
[image: image95.wmf]AB

I
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必为一确定值. 显然，该网络问题已对“单调有界必有极限”作了具体、直观的物理解释.
其实，在许多数学概念、定理、准则中都有着物理的或其它的实际背景与之对应.解题中若注意从不同角度用不同方法分析问题，往往能互为补充，相得益彰，既有助于揭示数学问题的物理本质，又能提升运用数学知识和方法解决物理或其它实际问题的能力，加深学生对数学知识的认识与理解. 就教学举例而言，尽可能选自学生提出的且感兴趣的问题，或选择与其它课程相关或与实际结合较紧的例题更为有效.
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