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1  引言 

在本文中对理想的磁流体力学方程(1)-(4)的近似解我们提出二阶和三阶无震荡中心差分格式
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其中，
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和
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是标量，分别代表质量密度和总内能，
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是速度场，它的
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-二范数表示为
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分别代表磁场及其
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-二范数。最后，结合压力
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，内能表示为
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，在这儿
[image: image15.wmf]g

是固定的比热比。通过螺线管型的约束
[image: image16.wmf]0

Ñ=

B

增强系统，也就是说，如果初始
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时满足条件
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，那么通过（3）式它将保持不变。

由于磁流体方程的内在复杂性，对于计算磁流体方程（1）-（4）的近似解，中心格式类方法将有效替代迎风格式类。本文我们使用的中心差分格式是基于交错网格上单元平均的演化。中心差分格式的交错型版本[1]-[3]将在下面第2小节中引出。中心差分格式去除了对雅克比矩阵的特征结构详细知识的需要。时间演化上使用简单的求积公式代替了迎风格式的近似黎曼求解器模块。这个方法不仅让我们节省了高成本的雅克比矩阵的特征分解，事实上让我们完全地避免了一维空间中
[image: image19.wmf]77

´

的雅克比矩阵的高代价评估。此外，中心差分格式避免了在多维MHD系统中特别相关的维数分裂。本文用中心差分格式解决一维磁流体方程更简便，更精确。这一点，在后文的数值模拟中我们将看到证明。

在本文中我集中关注2个原型磁流体问题。我们使用二阶和三阶无震荡中心差分格式去计算一维Brio-Wu激波管模型[1]的近似解。两个不同的MHD激波管问题在3.1和3.2小节中研究。

我们的结果发现与解决同类问题的迎风格式[4][5]的模拟结果极好的一致。结果表明用中心格式去探测和解决这类模型的间断解，保持了有效性和简单性。

2   一维中心格式

我们实施交错网格上的预估-校正中心格式近似(1)-(4)的解。此格式分两步：

（1） 基于单元平均的点值，进行无震荡分片多项式重构；

（2） 基于交错单元平均，实现这些重构多项式的演化。
下面为了第3小节的计算，描述一维中心差分格式。

2.1 无震荡重构

方程（1）-（4）系统可写成一般守恒律形式
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（一维磁流体方程中
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和
[image: image22.wmf]()

fu

的显示形式参见第3小节）。在此一般形式的开始，我们借鉴Godunov近似守恒律间断解的开创性思维[2](见图1)。
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图1  Godunov型中心差分格式
我们考虑滑动平均：
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；这时守恒律（5）可化为
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                     （6）                                       
引入小的时间步长
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到目前为止，(7)是精确的。现在我们通过分片多项式近似，
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在这儿，在离散单元
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表达式（9）右端分为两步计算：

第一步，先用已知的单元平均
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，重构无震荡分片多项式近似
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和三阶分片二次多项式函数


[image: image44.wmf]2

1

()()()

2

jj

n

jjjj

xxxx

pxwww

xx

--

¢¢¢

=+

DD

+

                        （11）
其中，
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一阶和二阶导数的近似点值， 是已给单元平均
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的重构。在约束格式精确性，这几个数值导数的近似是有效的。注意到点值的重构过程和几个给定单元平均的数值导数是高分辨率、无震荡中心格式的核心。特别地，这些重构应该满足以下三个基本特性：

（1）单元平均的守恒：
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（2）精确性：
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（3）对于不同重构的不同方法，
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2.1.1 二阶重构

为了第3小节的二阶结果，（10）式中数值导数
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如下：


[image: image57.wmf],0,,

(),14.

jjjj

wMinModwww

aDDDa

+-

¢

=£<

                 （12）
注：
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其中，
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代表
[image: image61.wmf]vanLeer

-

限制器[6]，它使得重构过程在满足极大值原理
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时无震荡。此外，对参数
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的重构是总变差减少格式
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因此，中心格式是TVD格式。

2.1.2  三阶重构

对分片二次重构情况（11），为满足性质（1）-（3），首先我们用点值和从单元平均
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多项式（14）满足性质（1）和（2），且保证了
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的保形性，即在单元
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时界面跳转导致开始阶段有伪震荡。为了阻止界面跳转，我们寻求三阶限制器
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和                      
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限制器
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通过下式给出
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这时新的限制器可被写成限制器凸组合
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此式仍满足性质（1）和（2）及上面提到的保形性，避免了伪界面极值，相当于
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。也就是说极值递减性质和保形性一起刻画了该格式的无震荡性，相当于性质（3）。

注： 

1. （15）式中
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2. 序列
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3. 对磁流体方程，
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4. 多项式（18）和（11）一样用点值和数值导数给出： 
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一旦
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2.2 交错演化

让我们回到第二步中心格式的构造。这时沿着单元中心
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控制。

如果
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保持非间断性。因此，演化中（11）式右端通量积分被积函数是光滑的，其计算按所要求的精度选用适合的求积公式。特别地，二阶N-T格式[3]使用中点公式
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三阶L-T格式[2]使用辛普森公式
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这些求积公式须求中间点值
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其
[image: image113.wmf]tx

l

=DD

是固定网格比，
[image: image114.wmf]f

¢

是近似数值导数—空间导数的近似
[image: image115.wmf]/()

n

jx

fxfw

¢

D»

。在我们计算精确性的约束下，差分方法对数值导数是可利用的，我们应保持其全部二阶精度。在第一种方法，我们用链式法则
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另外，我们对网格函数
[image: image121.wmf]{

}

()

n

jjj

ffw

=

的数值差分能直接使用Min-Mod限制器。


[image: image122.wmf],0,,

(),()

n

jjjjjj

fMinModfffffw

aDDD

+-

¢

==

                   （26）
注：预估式（24）和（26）完全避免了雅克比矩阵
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类似地，三阶预估式
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（27）式右端的表达式计算可用链式法则
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用（19）式三阶精确数值导数。（27）中三阶精确预估中值
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给出两种肯那个的计算方法如下
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在这里
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是限制器
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的上标，表明其使用网格函数
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计算。中间值通过R-K方法近似。这个方法对中心格式的时间演化还提供了另外的收获：基于高阶R-K方法自然连续推广，我们在上下文提到的有效的演化过程明显地减少了每个网格点的计算数量。

结合预估点值，我们计算（8）式右端的积分项，用二阶中点公式近似
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和用三阶辛普森公式计算
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           （31）
用 表示这些通量积分的近似值，对二阶和三阶中心格式的校正步骤如下：
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                   （32）
3   一维数值算例

方程（1）-（4）可写成守恒律形式
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其中
[image: image137.wmf]*2
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是总压力（静压力和磁压力的总和）。

在这一小节，我们展示了一维磁流体方程（5）-（32），（33），（34）的数值模拟。使用基于Min-Mod限制器的二阶N-T中心格式的（24），（25），（30），（32）和基于无震荡限制器的三阶L-T中心格式的（27），（28），（31），（32）。我们使用空间离散一致网格，在CFL条件约束下采用动态时间步长
[image: image138.wmf]0.4

max()

k

k

x

t

au

D

D=

，其中
[image: image139.wmf]{

}

()

k

k

au

是
[image: image140.wmf]()

fu

的雅克比矩阵的特征值。

3．1  Brio-Wu 激波管问题 
     首先考虑由两个初始平衡状态
[image: image141.wmf]l

u

和
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u

组成的激波管一维黎曼问题，其初始条件为：
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且
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。计算区间为
[image: image146.wmf][1,1]
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，选取800个网格点，图2-3为t=0.2时的密度、速度场分量
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、磁感应强度场
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及压力基于不同的数值导数
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和
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的数值计算结果。

我们注意到这个问题的流体力学数据和空气动力学Sod激波管问题是一样的。然而磁流体力学波的多样性给给高阶方法带来了相当大的挑战，如我们结果包括向左移动的快速稀疏波，和由中间激波引起的慢速复合波，以及向右移动的一个接触间断、一个慢激波和一个快速稀疏波．注意如果
[image: image151.wmf]z

B

和
[image: image152.wmf]z

v

不等于0，则这个问题的解将不唯一。

图2-3展示了二阶和三阶格式的不同结果，这个结果堪比二阶迎风格式[4],我们的数值结果表明了中心格式避免了除最大速度的估计外任何的雅克比矩阵特征信息，却仍然捕获了间断解的主要特征。观察图3的三阶，无震荡格式的拖尾边缘没有二阶格式明显，这是由高阶多项式重构造成的[5]。
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      图2  选择800个网格点，t=0.2时，用二阶中心格式（24），（25），（31），（32），

      Brio-Wu 激波管问题的数值计算结果
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(c) 
[image: image170.wmf]y

v

                  (d) 
[image: image171.wmf]y

B

                    (e) 
[image: image172.wmf]p


    图3  选择800个网格点，t=0.2时，用三阶中心格式（27），（28），（31），（32），

 Brio-Wu 激波管问题的数值计算结果
3．2  Brio-Wu高马赫数激波管问题 
Brio和Wu[4]将该激波管问题用来考核在解决高马赫数问题时数值格式的鲁棒性[]。其初始平衡状态
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和
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为： 
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且
[image: image176.wmf]0,2
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。向右移动激波的马赫数为15.5。如果等离子体压力由静压力和磁压力的总和
[image: image177.wmf]*

p

所代替，那此问题变成一个标准的磁流体黎曼问题。计算区间为[-1,1]，选取200个网格点，CFL条件数取0.4，图4为t=0.012时的密度、速度场、磁感应强度场及压力的数值计算结果．结果包括一个向左移动的快速稀疏波，紧接着是一个正切方向的间断和向右移动的马赫数为15.5的一个快速激波．穿过正切方向的间断，密度、磁场和压力都会变化，但是流体速度和总压力是连续的。相比较二阶迎风格式[5],我们的数值结果表明了中心格式的鲁棒性。
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图4  选择200个网格点，t=0.012时，用三阶中心格式（27），（28），（31），（32），

Brio-Wu 高马赫数激波管问题的数值计算结果
4   结论
本文结果表明了用中心格式精确计算理想磁流体方程间断解的有效性。我们的数值算例结果与Jiang和Wu[5]的结果极好的一致。且我们的方法不需要特征分解和维数分裂。在时间层的处理上引入了NCE的RK处理方法,从而使该格式达到很好的计算效果。两个典型的一维磁流体方程数值算例结果令人满意，具有高精度、无震荡、高分辨率的特性。
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